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Resume 

On considere la classe des fonctions positives, essentiellement bornees et semi-continues 
inferieurement definies sur le tore T^. Si / est dans cette classe, elle apparait comme le 
symbole d'un operateur de Toeplitz tronque sur un triangle A parametre par un entier 
A, note TaC/). Apres avoir etabli une structure geometrique de I'inverse de cet opera- 
teur, nous donnons un developpement asymptotique de la trace de 7a(/)"^ qui met en 
evidence la geometrie du triangle. La base de ce theoreme est la possibilite de factoriser 
le symbole / sous la forme / = aa oii le spectre de a peut etre localise dans un demi 
cone donne a priori, autre resultat etabli dans cet article. Ce theoreme de trace permet 
en particulier de retrouver le theoreme de Linnik-Szego sur I'estimation asymptotique du 
determinant de Tjiif). 

Abstract 

We consider the class of positive bounded and semi- continuous functions defined on 
the torus T^. If / belongs to this class, / will be considered as the symbol of a Toeplitz 
operator truncated on a triangle A parametrised by an integer number A. This operator 
is denoted by TaC/). We develop a geometric structure of the inverse of TaC/) and give 
an asymptotical development of the trace of TaC/)"^ wich brings out the geometry of the 
triangle. The foundation of this result consists in the possibility of / having a factorisation 
of type aa where the spectrum of a will be localised in a given semi-cone. This trace the- 
orem allows in particular to find again the Linnik-Szego theorem about the asymptotical 
evaluation of the determinant of TaC/). 
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1 Introduction 



Get article s'inscrit dans une longue tradition de travaux prolongeant le theoreme limite 
de Szego, tel qu'il apparait dans |20| (page 194) ou dans |5| (page 65). Ce travail est plus par- 
ticulierement dans la continuite du second theoreme de Szego tel qu'on le trouve dans |6| oti 
apparait un operateur de Toeplitz tronque sur un intervalle de IR defini par un symbole qui 
est une fonction definie sur le tore Ce theoreme a ete generalise en dimension 1 par Kac, 
Murdock et Szego dans |71. 

En dimension 1, les extensions du theoreme de Szego passent par le choix de symboles 
singuliers. Par exemple citons dans ces travaux (12] oil Ton se donne un symbole factorise 
sous la forme / = |1 - a ^ 0,a e] - 1/2, l/2[ et fi reguliere, mais egalement HU, oii 

/ = |1 - e'^l^/i, oil f^^ est analytique au voisinage de 0. Le cas a = 1 est aussi I'objet d'ar- 
ticles tels que f9l et fT3\. Ces factorisations mettent en evidence I'ordre du zero du symbole et 
etablissent des proprietes qui sont liees a I'ordre de ces zeros. 

Cependant, certaines applications imposent un symbole specifique et c'est alors par des 
theoremes que sont decrites ses factorisations. Dans ce cadre et toujours en dimension 1, ci- 
tons le cas oil / = 1 - O, la fonction O etant la fonction generatrice d'une variable aleatoire X. 
Les probabilites imposent ici des hypotheses sur X et ces hypotheses donnent lieu, eventuel- 
lement, a une factorisation du symbole. On peut consulter sur cet aspect les articles |2| et [3|. 
En outre on montre dans [JOl, I'importance d'un theoreme de trace pour une marche alea- 
toire. On pourra consulter le livre de F. Spitzer (|[I91) pour le lien entre les marches aleatoires 
et les matrices de Toeplitz. 

Revenons maintenant au probleme en dimension superieure a un. Le passage de la di- 
mension un a la dimension deux se fait naturellement avec des techniques identiques a celles 
de la dimension un, si Ton envisage des symboles matriciels a coefficients de Fourier ma- 
triciels. On suppose, dans ce cadre, une factorisation du symbole matriciel F sous la forme 
F = GG* avec des hypotheses specifiques sur G. On trouvera cette approche dans |1|. Ce- 
pendant cette approche ne peut constituer une methode generale d'une theorie multidimen- 
sionnelle car elle ne peut traiter que le cas d'une sous-classe d'operateurs tronques sur un 
(multi-) rectangle. 

L'approche multidimensionnelle, permettant une extension a des domaines convexes autres 
que les rectangles, concerne pour I'essentiel des symboles reguliers. Un des theoremes prin- 
cipaux de ce travail donne un developpement asymptotique de la trace de I'inverse d'un ope- 
rateur de Toeplitz tronque sur un triangle, operateur defini par un symbole positif. L'origine 
des idees de ce travail reside dans deux articles de Widom et Linnik. Ce dernier, dans (8], 
demontre le theoreme limite de Szego dans le cadre multidimensionnel discret. Sa methode 
s'appuie sur 1' estimation des puissances de matrices de Toeplitz. Widom, quant a lui, etablit 
dans 1 22 1 a partir du logarithme du determinant de la matrice de Toeplitz un analogue du 
theoreme de Szego, en dimension n dans le cas d'un operateur continu (operateur de convo- 
lution), en s'appuyant sur une approximation fine de I'inverse de la matrice de Toeplitz. Suite 
a ces deux approches, I'un des auteurs de ce travail a propose une inversion exacte dans le 
cadre multidimensionel pour un operateur de Toepltiz tronque sur un multirectangle et en a 
deduit un theoreme de trace de I'inverse de cet operateur avec un symbole de la forme 1 / |P|^, 
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ou P designe un polynome trigonometrique (voir H?]). Ce theoreme de trace a ete generalise 
par B.H. Thorsen dans |21|, qui prend pour symbole f = gh oil g-^ et h-^ sont dans un es- 
pace de Hardy ([/"), I'operateur etant toujours tronque sur un multi-rectangle. Dans fT8], 
la factorisation etant l/\Pf, avec P polynome trigonometrique, les auteurs construisent une 
demarche formelle pour des operateurs tronques sur des polytopes. 

Nous allons donner, dans cet article une construction precise de I'inverse pour aboutir a 
une formule de trace. Le resultat est obtenu a partir de I'existence d'une factorisation « na- 
turelle » du symbole associee a la geometric du polygone convexe sur lequel I'operateur est 
tronque. Les hypotheses exigees concernant le symbole / sont a peine plus fortes que celles 
requises pour qu'une fonction positive sur soit le module d'une limite radiale d'une fonc- 
tion de I'espace de Hardy H°°{U^) (voir O page 55.) II y a plusieurs factorisations possibles 
du symbole pour aboutir a une formule d'inversion d'un operateur de Toeplitz tronque sur un 
polygone convexe. Le choix d'une factorisation influence la taille des operateurs de Hankel 
qui interviennent dans le calcul de I'inverse. Dans cet esprit, nous montrons qu'il existe une 
factorisation optimale appelee ici « factorisation minimale ». Le reste de 1' article est consacre 
au theoreme de trace de I'inverse de I'operateur de Toeplitz tronque sur un triangle, a son co- 
roUaire, le theoreme de Linnik (El), avec des hypotheses un peu differentes sur la regularity 
du domaine de troncature (Linnik exige un bord par exemple et des hypotheses de regu- 
larity plus fortes sur le symbole) qui donne une evaluation asymptotique du determinant de 
ce meme operateur. No tons que la formule de trace a ceci de remarquable, c'est qu'elle s' ex- 
prime en fonction de mesures liees au symbole et a la geometric du triangle. Le lien entre la 
geometric du polygone et les coefficients de la trace est plus apparent que pour le rectangle 
dont les angles aux sommets sont fixes. 

Indiquons pour finir que la methode employee pour le triangle est generalisable a une 
polygone convexe, objet d'un autre travail. La section suivante contient les notations utilisees 
dans ce papier, bien que la plupart d'entre elles soient standards. En section|3l nous detaillons 
les principaux resultats evoques dans I'introduction. 

2 Notations 

On trouvera les notations suivantes dans la section\MetM 

1. U est le disque unitaire de C et T est le bord de U. 

2. m2 estlamesuredcLebesguesur T^. 

3. H{U^) designe les fonctions holomorphes sur et H°°{U^) designe les fonctions ho- 
lomorphes bornees sur U^. 

4. Si /i est une mesure complexe sur T^, P[(i/i] designe son integrale de Poisson sur U^. De 

1— r? 

fagon explicite, posant zj = rje'^j,\rj\ < 1, wj = e^'Pj, Prj iOj - (pj) = ^_2r.cos(8j-vj)+rj ' 

P{Z, W) =Uj^iPrji0j-(pj),Z=[Zi,Z2),W={Wi,W2),OmLP[dlJ]{z) =fj2P{Z, w)diJ-{w) 

5. Yz designe le cone Z+ u (-Z+) et Yz son image par la symetrie de : (m, n) ^ {-m, n). 
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6. PourtoutefonctiongGlHlT^), onposeg = {g(A:)};tez2 la famille des coefficients de Fou- 
rier de g et Spec(g) = {A; e Z^; gik) ^ 0}. 

7. Si C est un cone de de sommet O = (0, 0), inclus dans Y2, on pose 

C+ = CnZl etC- = Cn(-Z^). 

Si C est le cone {aei + ^62, {a,p) g IR^ u (-[R+)}, on le note C[e\,e2]. C^[ei,e2] = {aei + 
(ie2, {a,p) G U\} sera aussinote C'^[d'^,d2] si = {aei ; a ^ 0} 

8. Si a = (ai, a2) g [R^ et = (0i,02) e D^^. on pose a.0 = I^^^ aiGi, ainsi que e'^ = {e'^\e'^^). 

9. Si 1/ est une fonction definie sur U^, on pose avec la notation du point precedent u*{e^^) = 
lini;-^! u{re^^). 

On trouvera les notations suivantes dans les sections\^\5\e1^ 

1. Pour tout sous-ensemble A de l}, 3^ (A) est I'espace vectoriel engendre par les po- 
lynomes trigonometriques g tels que Spec(g) c yl et le projecteur orthogonal de 
L^d^) dans 3^ (A). 

2. On note mz la mesure de Lebesgue sur le tore et (, > designe le produit scalaire de 
L^(T^). Si / est une fonction mesurable positive et bornee sur le tore, L^^^(T^) designe 

I'espace des fonctions complexes de carre integrable sur T^, muni du produit scalaire 
(S' ^) = /t2 ghda oil da = ■jdm2. 

3. le signe = designe une egalite par definition. 

4. Si E est un ensemble fini, liji designe son cardinal. 

3 Les principaux resultats 

3.1 Les principales notations et hypotheses li^es au triangle et au sym- 
bole. 

1. Hypotheses liees au triangle. 

Etant donne un parametre entier et positif, A, on considere dans cette section le tri- 
angle Ax, forme par des points 0,^1^2 a coordonnees dans N^. On note Ci,C2,Cj, les 
cotes OAi, A1A2, A2O, Vi - {(a/,/3,) g Z^},=i,2 desvecteurs normaux aux trois cotes q, a 
composantes entieres et premieres entre elles. On pose O = (0, 0),Ai = {XPi,-Aai),A2 = 
iaX, 0) oil a entier naturel fixe et pour finir V3 = (0, - 1) (voir figured) . Notons // (A) la lon- 
gueur (euclidienne) du cote c; du triangle Ax de la figured] et nj = {ai,bi) = v//||V; || le 
vecteur unite normal au cote Qetposons 61(A) = |L^^^(-l)'a;Zj(A), 62(A) = |L^=i(-l)'&/^i(A)> 
61 = 6i(l),62 = 62(1) Supposer que Tangle du sommet A2 de la figured] est aigu, 
Tangle du sommet O ayant une mesure en radian dans [0, n/2], equivaut a Thypothese 
(T) definie par les inegalites 

(1) 6i>0,62>0 



4 




Remarquons que I'hypothese (1) ne restreint pas la generalite du triangle a un de- 
placement pres. Avec I'hypothese O, on considere I'espace vectoriel L°°{J^)/ ~ ou ~ 
est la relation d'equivalence sur LP°{J^) definie par / ~ g si / - g est une constante. 
Nous noterons £^°°{J^) I'espace L°°{J^) I ~. On considere le sous-espace vectoriel ^ de 
L°°(T2) defini par = {g g if'^d^) ; ||g|||^^ = I(„,,)ez2(©i|M| + 62|i^|)|g(i/, i^)!^ < oo. 
Alors (.ft, ||.|U,a) est un espace vectoriel norme. Sa norme est determinee par le produit 
scalaire : 

(gl>g2> = l.[u,v)eZ2^^l\u\ + &2\v\)gi{U, V)g2{U, v) 

2. Hypotheses liees au symbole. 

Soit / le symbole. C'est une fonction sur sur laquelle nous aurons a faire une des 
trois hypothese suivantes. 

(a) Hypothese (^i) : 

/ une fonction positive, essentiellement bornee et semi-continue inferieurement 
sur T^. 

(b) Hypothese (^2) : 

/ verifie (^1) et 1// est essentiellement bornee. 

(c) Hypothese (^3) : 

/ verifie iJ^z) et les fonctions / et In / appartiennent a .ft. 
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3.2 Op^rateur de Toeplitz tronqu^ sur un polygene convexe, de symbole 
r^gulier 

Definition 1 SoitA un poly gone convexe deZ^ . Sif estunefonction positive de L°° ij^) etT{f) 
la multiplication par f dans L^{1^), alors /'operateurde Toeplitz tronque sur associeau 
symbole f et note Ta if) est deflni par 

yqe&>{A), TAifm^UAifq). 

Ce theoreme decrit le comportement asymptotique du determinant de I'operateur de Toe- 
plitz tronque sur le triangle A = Ax lorsque A tend vers +00. 

3.3 Th^orfeme d'inversion et th^or^me de trace. Cas du triangle. 

Sous les hypotheses (^1), la matrice de Toeplitz Ta^C/) est inversible et son inverse est 
do nne pour tout polynome q de0^{Ax) parune egalite de la forme Tj^^{f)~^{q) = j + S^{q) oil 
est un operateur lie a la description de Ax comme intersection de demi-espaces. 

Tlieoreme 1 theoreme de trace 

On suppose que f verifle I'hypotheses {Jff-i) . Alors 



tr(rA,(/)-i) = |A||K||i+ \u\\o%[^{u,vy-Au,v)\& 



l(A) 



+ ^ |f;|logf^](i/,i;)^(M,z;) 62(A) + 0(A). 



On en deduit le comportement asymptotique du determinant de I'operateur de Toeplitz tron- 
que sur le triangle lorsque A tend vers +00 en retrouvant dans le cadre du triangle le theo- 
reme de Linnik. 

Corollaire 1 theoreme du determinant de Szegd-Linnik 

SoitAx le triangle decrit en section l3l\ Faisons I'hypothese {%) sur le triangle et I'hypothese 
{J€z) sur le symbole. 

Posonspiif) = -jZiu,v)ez2\u\\\nfiu, v)\^, pzif) = -|l(M,y)ez2 lz^llln/(M, v)\^. 
Alors 

det Ta (/) = ^I^aI llin/llig-A(©iA(i(/)+62^i2(/)+o(i))_ 



3.4 Th^orfeme de factorisation 

Ce theoreme montre que sous des hypotheses raisonnables de regularity, une fonction 
positive / sur le tore se factorise en un produit de deux fonctions conjuguees a support 
dans un cone donne. Ces hypotheses sont contenues dans les hypotheses des theoremes de 
trace et du determinant. Plus precisement : 
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TheoremeZ Soit f une fonction positive, essentiellement bornee et semi-continue inferieure- 
ment sur et soit un cone de sommet O inclus dans Y2. II existe une fonction a e H^^ = 
{'if/eL°°iJ^y, VArC n2,-i/>(A;) =:0} telle que f ^ aa, Spec(a) c efSpec(a"^) = ^nZ^. 

CoroUaire 2 Soit f une fonction positive, essentiellement bornee et semi-continue inferieure- 
ment sur et soit un cone de sommet O dont on note 'io^ un des demi-cones. On pose 
H^^ = G L°°(T^); VA; t i/>(A;) - 0}. // existe une fonction a e Ft^^ telle que f = aa. 

Le corollaire|2]n'est pas utilise dans la demonstration du theoreme de trace qui applique uni- 
quement le theoreme |2j Cependant il est utile dans le theoreme d'inversion sous sa forme 
generale. Indiquons que le theoreme |2] generalise un resultat de Rudin (voirlH]) qui dit que 
si / est semi-continue inferieurement sur et si / est dans L^{J^) alors P[f - da] est une 
fonction a partie reelle holomorphe pour une certaine mesure positive singuliere sur T^. 

3.5 Plan des demonstrations 

On commence par etablir le theoreme de factorisation en section HI Puis on introduit la 
notion de factorisation relative a un polygone convexe dans la section [51 On etablit alors un 
theoreme d'inversion de I'operateur de Toeplitz tronque sur un polygone convexe (theoreme 
|3j sous les hypotheses du theoreme El Le theoreme d'inversion est a la base du theoreme de 
trace. Celui-ci est demontre en section[6llorsque le polygone est un triangle. Le coroUairelHest 
demontre en sectionjTl 

4 Factorisation relative a un cone 

La demonstration du theoremeElpasse par les lemmes suivants. 

Lemme 1 Soif^ un cone, non reduit a une droite, de sommet O et S une partie finie de 1? . II 
existe vi'io.S) dans'W telque 

1. VneZ*, 0€S-nvi'^,S), 

2. VneZ*, S- nv{^ ,S) . 

Preuve du lemmelM 

Preuve en deux parties. 

Premiere partie : on suppose que le cone est engendre par une Z-base {ci, Cz) deZ^ c'esta 
dire que"^ = u {-'^+) avec'^+ - {nci + mcz, in, m) g N^}. 

Dans ce cas, supposons tout d'abord que S est reduit a un point. Si S = {O}, c'est evident. 
Sinon tout singleton S, pouvant s'ecrire sous la forme S = {aei + bez}, montrons qu'il existe 
(A, p)eY2\ {0} tel que aei + bez - n{Xei + p-Cz) e Y2 \ {(0, 0)}, pour tout neZ*. Si {a, b) ^ (0, 0), 
on prend (A,/x) = (2|a|,2|fo|) et si {a,b) - {0,b) oiib^O, on prend (A,/i) - {\b\lb,-2b). Alors 
dans les deux cas, pour tout neZ* , {a - nX) [b- njl) > 0. 
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Supposons maintenant que S soit fini de cardinal n. On ecrit S = {ai}ie{i,...,n]- Pour tout i e 
{l,...,n}, il existe Vj e 'io [61,62] pour lequel les deux proprietes du lemme [U sont verifiees. 
Alors v{,'^[6i,62],S) t*; repond a la question. 

D6uxiem6 partie : le cone est quelconque. 

Alors il existe un cone '^[ei,e2] engendre par une Z-base de tel que "^[ei, ^2] ^ Sup- 
posons en effet que "tf = ^[(a, fo), (c, dy\. On ne restreint pas la generalite du resultat en sup- 
posant a, b, c, d positifs et alors ^+ est inclus strictement dans N^. La densite des rationnels 
fournit un couple {m,n) d'entiers naturels tel que -< — <-. II existe un couple d'entiers po- 
sitifs {uq, vq), premiers entre eux tels que muQ- uvq = ±1. Mais alors 1' ensemble des couples 
{u, u) verifiant mu - nv = ±1 est de la forme uik) - Uo + kn et v{k) - Vo + km oiikeZ. D'oii 
= + oil)) avec limfcoo = 0. Ceci montre que iuik), vik)) £ lorsque k est assez grand 
et on prend dans ce cas e\ = (m, n),e2 = iuik), uik)). ■ 

Lemme 2 Soit f £ L^(T^) une fonction positive semi continue inferieurement et 'io un cone 
de sommet O inclus dans Y2. II existe une fonction holomorphe g et une mesure positive a 
singuliere sur (c'est a dire al. m2) verifiant : 

1. P[f-da]^Reig), 

2. specig)(^'^+. 

Preuve en deux etapes 

Premiere etape : montrons que si f est un polynome trigonometrique positifou nul, il existe 
une mesure singuliere sur telle que pour tout at'io+u (-^+) = n Y2 on a aia) = fia) . 
Puisque / est un polynome trigonometrique, fik) = en dehors d'un ensemble fini S. On peut 
done trouver, d'apresle lemmeHJun vecteur vi'io.S) note plus plus simplement ici v = ivi,V2) 



Soit H le sous-groupe de defini par H ^ {e'^ = (e'^i, e'^^) ^ j2. ^io.u ^ ^^^^^ 
sure de Haar associee au groupe H. Comme m2iH) = 0, on a i^h -L 't^z- On considere alors 
la mesure singuliere da = fdfin- Si on note lal la variation totale de cr et ||cr|| = fj2d\a\ 
sa norme, on a ||o"|| = ||/||i = fjzfdfin, car / ^ (voir |T5l). Evaluons les coefficients de 



Fourier de a. On a o-(a) = fj2 J(A:)e'^«) d^niO) ^Lfiniefik)fj2 e'«(*^-«^diU//(0)- 



Or I'integrale /^^e'^'^*^ "^didnid) est nuUe si A; - a n'est pas un multiple entier de v. En ef- 
fet, Hh est invariante par translation. Done si e'" e H et si k - a n'est pas un multiple de v, 



alors fjn e'^-^*-«^d)UH(0) = / duniO) = + a)d^HiO) = /^e^'^^+^^-'^-^^d^iHC^) = 



tel que : 



(2) 



ypeZ*,0€S-pv, 
ypeZ*, S-pv^^ nF2. 



■V" 



ia(k-a] f 

Jh 



iO.[k-a) 



dfjiuid). Or e 



ia.(k-a) 



7^ 1, ce qui permet de conclure. Par contre si A; - a est 



8 



un multiple entier de v, alors "-^ = l. Ainsi, 



&ia) = ^ fik) 

finie 



JH Jj"\H 



V =1 



car uniH) = 1 et le support de [j.h est inclus dans H. On en deduit que aia) - Ljf^oo fia + 
j u) = f{a) siat'^+i^ (-^+), d'apres la condition l|2). 

Deuxieme etape : montrons que si f ^L} (T^) est unefonction positive ou nulle, semi-continue 
inferieurement il existe une mesure singuliere sur telle que pour tout af^+u (-^+) on a 
a{a) = f{a). 

La fonction / etant semi-continue inferieurement, on peut ecrire / = L^o fi fj 
positive ou nulle et continue (voir |16|). Et on a egalement I'egalite fj = Y.'^Qgij oil les gij 
sont des polynomes trigonometriques positifs ou nuls. En regroupant ce qui precede on peut 
done ecrire / sous la forme / = llJLo Sj ^^^^ Sj polynome trigonometrique positif ou nul. 
D'apres la premiere etape, on peut associer a chaque gj une mesure singuliere aj verifiant : 

- llo-;ll = ||g;||i, 

- Mat^+i^ (-^+), &j{a) = gj{a). 

De plus I, \\gi\\i = Ti Ij2 \gi\di^H = Jj2 (Li gi)di^H = Jj2 fd^H car gi ^ 0. Ainsi la serie I, ai 
converge normalement, done converge vers la mesure complexe cr = X / o"/ : en effet I'espace 
vectoriel norme des mesures complexes est complet puisque isometrique au dual topolo- 
gique de C(T^) d'apres un theoreme de representation de Riesz. La mesure a est une mesure 
complexe singuliere. Si A; f u {-'^+), on a a{k) = Y. &i {k) = fik). 

La demonstration s'acheve avec la remarque suivante : Si p, est une mesure complexe sur 
J^, h = P[dp] est la partie reelle d'une fonction holomorphe g si et seulement si fl{k) = 
si A; f u i-N^) et alors Spec{h) = Spec()U) (voir |14|, theoreme 2-4-1). Or si Spec(Re(g)) <= 

u (-'^+), alors g etant holomorphe le support de g est necessairement inclus dans '^+. 
Ainsi P[f-da] est elle la partie reelle d'une fonction holomorphe a support dans ^+ . ■ 



Lemme 3 NotonsH"^^ = {ue L°°(T^); VA; t N^, u{k) - 0}. Si u g H^"^ verifle I'inclusionSpeciu) c 
'io+ alors pour tout nef^, ona: Spec(M") c 

CoroUaireS (du lemmeUll Soitu une fonction de H'^'^ telle que Speciu) c ^+.A/or5Spec(exp(M)) c 
Preuve du lemme\^et du corollaire\^ 

Le resultat etant vrai pour n = 1, il suffit pour mettre en CEUvre le principe de recurrence 
de montrer que si u,u e H^^ verifient Spec(u) c <tg'+ et Spec(i') c <tg'+, alors S^ec{uv) c 
On se rappelle qu'il y a une isometric bijective <1> entre H^{U^) et H^"^ definie pour tout 
a G H°°{U^) par 0(a) = a* : ceci est une de ces proprietes sur 1' existence de limites radiales 
de I'analyse des fonctions holomorphes a une variable qui s'etendent naturellement aux fonc- 
tions holomorphes a plusieurs variables (voir HB] et H?!). II existe done deux fonctions q) et 
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y/ dans H°°{U^) telles que pour presque tout 6 au sens de la mesure de Lebesgue sur T^, 
on alt : u = ip* el V = %f* . On a pour (p et y/ respectivement les developpements en series 
entieres q) = Ha^fleN^ aijz[z2 ety/- Z(;j)eN2 bijz[z2 qui convergent normalement sur tout 
sous-polydisque de et par consequent 

W= L ( L aijhki)z{zl= (^stz{zl. 

i+l=t 

De plus pour tout e et tout (A;, I) g on a (s, = + (A;, Z) e Le theoreme 
d'Abel permet d'identifier les coefficients Cgt comme les coefficients de Fourier de uv = q)* y/* , 
ce qui prouve que Spec(Mt') c Et on conclut. Le coroUaire s'en deduit par le developpe- 
ment en serie entiere de I'exponentielle. 



Lemme4 Soit u une fonction non nulle de H^^ telle que Spec{u)(^'io+.AlorsSpec[u 
Preuve du iemmeS] 

L' argumentation est du meme type que celle du lemme|3l Si u^O etu£ H^^ , alors il existe 
a e H°°{U^) telle que u = a* et a ^ sur une couronne Ce = {(zi,Z2);l - e < \Zi\ ^ l,i = 
1,2} pour e assez petit. Alors sur T^, on a = a*~^ = a~^* . On peut associer a a une serie 
formelle dont on peut supposer le terme constant egal a 1, de la forme SiX,Y) = 1 + TiX, Y) 
avec TiX, Y) - T.{ij)eN*xN* aijX^YK Alors cette serie est inversible et S~^{X, Y) - Z/teN 
est la serie formelle associee a la fonction holomorphe sur [72. Si on pose T^{X, Y) = 
L(/j)eN* xN* ^fj^' ' alors {{i, j'); afj* 0} c car est stable par addition. On en deduit 
d'une part que Spec(a"^) c '^^^ et d' autre part, par le theoreme d'Abel, que Spec(M"^) c 

■ 

Preuve du theoreme\^ 

La fonction / admet sur un minimum strictement positif, puisqu'elle est semi-continue 
inferieurement et on peut quitte a normaliser supposer que / > 1 ce qui permet alors d'af- 
firmer que In/ = ln+ / est semi-continue inferieurement et que In/ £ L°°{J^) c L^{J^). Par 
le lemme|2j il existe une mesure positive a singuliere sur et une fonction holomorphe g 
sur U^, telles que P[ln/ -a] = Re(g) et Spec(g) c Puisque exp(g) g H{U^) et que est 
simplement connexe, on peut trouver une fonction u g H{U^) telle que - exp(g). En fait 
u appartient a H°°([72-)_ effet Re(g) < P[ln/] < ||ln/||oo et lu^l = \u\^ = exp(Re(g)). Notons 
alors u* sa limite radiale sur T^. Legalite Re(g) = P[ln/ - da] entraine In/ = Re(g)*. D' ou on 
deduit que f = \ u*f' = aa avec a = u*.De I'egalite u = exp(|g), on deduit, avec le corollaire|3] 
etlelemme|4lqueSpec(a-^) Ci^^. ■ 

Preuve du coroUaire\^ 

Soit / verifiant les hypotheses du theoremeEl On peut toujours supposer, quitte a restreindre 
"io = '^^■^U-^'^ que 'io'^ est engendre sur N par une Z-base {ei,e2}. Soit alors {ei.ez} une Z- 
base de Z^ incluse dans ¥2"^. On pose '^'^ le demi-cone engendre sur N par {ei.ez}- II existe 
un unique automorphisme de Z^, note s, tel que siei) - ei, i = 1,2. Ecrivons maintenant ei = 
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ia,b),e2 = ic,d),eiia,P),e2 = (j.S). SiM= {u, u) est un point de '^^'^ , alors s[iu, v)) = {u! , v') 



avec 



(u'\ 


• a 




' d 


"1 




\v']- 




I) 




a j 





\, ad - Py = ad - be = 1. On definit un morphisme 5 de 



sur lui-meme enposant siXiXz^ = Xi Xz etendu par linearite. Alors lafonction/oj verifieles 
hypotheses du theoreme|2]grace auquel on peut ecrire fos = ad, avec a e H^"^ . On en deduit 
que / = (ao5~^)(ao s"^) ou aos"^ £ H"^ . ■ 



5 Une application du theoreme [2] 

5. 1 Factorisations du symbole associ^es au polygone 
5.1.1 Notations et definitions 

Dans cette section, on definira I'operateur de Toeplitz tronque sur un polygone convexe, 
associe a un symbole regulier / et on deduira du theoreme|2]et de son coroUaire (corollaire|2) 
un theoreme de « factorisation minimale » du symbole (proposition|2j, factorisation liee a la 
geometric du polygone. 

Soit A un polygone de de sommets i-i^ ^fn. Sans restreindre la generalite du pro- 
bleme on supposera que les coordonnees des sommets Ai sont des entiers naturels. Au besoin 
Affi+i designera Ai : en fait on a interet a considerer les indices des sommets dans Z/mZ. La 
droite portant le cote Ci = [At, Ai+i] est notee d/. On notera les demi-espaces definis par di 
de sorte que A = n"=i et S7 IR^ \ S^. Le demi-espace S,^, est appele le demi-espace positif 
determine par la droite di, le demi-espace S/ etant le demi-espace negatif determine par di. 
Soit la translation de vecteur ui - AiO. Notons Tm,. {di) = di^ et t^, (Sp = S^^. Notre etude 
concerne les traces des espaces precedents sur Z^. Nous aurons ainsi a considerer A = An Z^, 
S+ = S+ n Z2, S" = S" n Z^, 5+^ = 5+,, n Z^. On a done A = n^^i S+. On note ^a,- le cone de 
sommet Ai determine par les deux droites di-i et di, le demi-cone de '^Ai qui contient A, 
'^A^ g (cone determine par les deux droites <i,_i,o et <i,,o) et ^ les translates de vecteur Ui de 
respectivement '^Ai et 

La figure |2]illustre la description precedente dans le cas d'un triangle, les demi-cones po- 
sitifs etant grises dans le triangle AxAzA-^. 

Pour tout / G {1, . . . , on notera pi la projection orthogonale de L^(T^) sur 3^(S7). 

Nous allons voir que sous les hypotheses decrites dans le theoreme |2] sur / et sous des 
hypotheses minimales sur A, I'operateur TaC/) est inversible et etablir une expression de son 
inverse. Une des clefs de I'inversion des operateurs de Toeplitz tronques sur un polygone est la 
decomposition du symbole / relativement a chaque face du polygone. Cette decomposition 
est I'objet du theoreme suivant. 

Proposition 1 On suppose que lafonction f verifle les hypotheses du theoreme\^ Pour tout 
sommet A du polygone convexe A, il existe un cone Ca <= "^a.o pour lequel la decomposition 
f = ad du corollaire\2\ verifle la propriete de compatibilite suivante : pour tout i e Z/mZ le 
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Figure 2 - Le polygene 



symbole f admet une decomposition f = GiGi, avec 

Gf ^ e L"°[J^), Spec(G/) c S+g etGi e {a, a}. 
Preuve de la propositionU\ 

Soit A un sommet de A et avec les notations habituelles - ^\ u le cone de sommet 
A determine par les deux cotes du polygone issus de A de sorte que n A = A. Avec les 
notations du debut de cette section, on considere le faisceau de droites en O constitue par 
la famille ^ = {rfi,o}/=i,...,m- Pour un certain entier p g]0, n\, un nombre n - p ^ 2 de demi- 
droites des droites de sont incluses dans I'interieur de ^^q' constituant ainsi une partition 
de '^^^Q enn - p-l demi-cones definis par ces demi-droites. Choisissons arbitrairement un 
de ces demi-cones : il correspond a un cone Ca de sommet O, inclus dans ^^,0 defini par deux 
droites de la famille ^. II n'existe pas de droite de ^ incluse dans le cone Ca- Le coroUaireH] 
donne une factorisation f = aa avec Spec(a) <= c 'i^^g. On peut alors ecrire / = G,G/ avec 
Gi = a si <= Sifl'^ et G/ = a si C^ <= S;,o~- ■ 

Definition 2 Avec les notations de la propositionUl le m -uplet (Gi , . . . , Gm) est une factorisation 
de f associee a (A, A, Ca) ■ 

Par exemple, si A designe le triangle represente par la figureEl et si on choisit pour chaque 
sommet At le cone = '^Ai.o, et si on note / = a/a/ la decomposition de / par rapport au 
cone "t^/ prevue par le theoreme|2]et son coroUaire, avec Spec(a/) c le triplet (ai, ai, ai) 
(respectivement (a2,a2>«2)>(«3>a3>«3)) est une factorisation de / associee a {A,Ai,'i§'i) (res- 
pectivement a (A, A2, '^2) et (A, ^3, On peut faire deux remarques. 

1. Une factorisation associee a un triplet (A, A, Ca) est liee a la numerotation des cotes de 
A et a la factorisation du symbole dans le cone Ca <= '^ass- A ceci pres il y a unicite. 

2. Si on considere pour un sommet A du polygone A a m sommets, une factorisation 
F associee a {K,A,'^/^, il existe pour un entier positif p^2 une suite {mo = < 1 = 
mi<m2< ■■■< nip = m} definissant la partition de {1, . . . , m} = Uf^^ li oil U = {m/_i + 
\,...,mi}, verifiant la propriete suivante : 

(3) yie{\,...,p}yk,leli G^ = G; = g/,g/ 5^ g/+i si on pose gp+i = gi 
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Pour tout i e {l,...,p}, no tons 

(4) S7 . y St = z2 \ ST et Si, ^riSto- 

keli li 

Et alors on a : 

(a) A = nf=iS^ 

(b) Pour tout / G {1, . . . , p}, on a Spec(g,) c St^^ et gi e {a, a}. 

(c) ^^(A) = nf^i5^(s+). 

Par exemple, si on renumerote les sommets de la figure |2] selon Bi = ^3,^2 = ^1.^3 = A2, 
et si on considere la factorisation du symbole / = a3a3 relativement au cone ^3 = '^Bi,q, la 
factorisation associee a (A,5i,^3) est (a3,a3,a3) et ona/i = {l},/2 = {2,3},gi = Os.gz = as- 

Definition 3 Avec les notations de la proposition\^ le p-uplet (gi, . . . , gp), p ^2 est la factori- 
sation de / definie par la somme hilbertienne F = ®ti...,p^^^V' 

issue de la factorisation F 
associee a (A, A.'io). Si p = 2, on dit que (gi , gz) est une factorisation minimale. 

L'interet de la factorisation (gi, . . . , gp) est d'utiliser mo ins de demi-espaces que F pour recons- 
tituer A par intersection . Get interet ainsi que le sens de la somme hilbertienne F introduite 
dans la definition|3]apparaitront dans le theoreme d'inversion en sous-section l5.2[ 
La proposition suivante assure 1' existence de factorisations minimales. 

Proposition 2 On suppose que lafonction f verifle les hypotheses du theoreme\^ Pour tout 
sommet A de A, // existe un cone C c '^ji^ ^ pour lequel existe une factorisation minimale issue 
de la factorisation canonique associee a (A, A, C). 

Preuve de la proposition\^ 

Une construction possible de la factorisation minimale est la suivante. On numerote les som- 
mets a partir de A dans le sens des aiguilles d'une montre (sens dit ici positif). On a done 
A = Ai.En reprenant les notations du paragraphe lS.l.ll soit ^0 - {di.o, ■ • ■ , dm.o - do,o} le fais- 
ceau de droites passant par O determine par A. On definit ^ '^0 comme etant la trans- 

latee de vecteur AiO de la demi-droite de d'^ telle que '^^^^ = '^^^^ [d^, d^] (voir notation 7 de 
la section|2j. Pour tout j e {0,..., m}, on definit par recurrence la demi-droite d\^.^ , comme 
la premiere demi-droite de la premiere droite dj+i^ du faisceau rencontree en tournant 
dans le sens positif a partir de dj ^ et on pose dj g [0, 2ti] la mesure en radians de Tangle oriente 

positivement forme par dj ^ et ^ et 0^ = Oq. Soit r eN defini par 

60 + Q1 + ... + 6r<n ^6q + 6i + ... + 6r + Or+i- 

On pose S~ = S~, et S^ = Uie{o,i,2,...,r+i)S7, S2 = \Jimx2,...,r+i}S~i . On definit C c Caa par 
C = C[dm,Q,5] oh 5 est une droite passant par O incluse dans Ca,q de sorte que le cone C 
ne contienne aucune droite de ^q. Le theoreme |2] assure une decomposition de / sous la 
forme / = aa, avec Spec(a) c . Tout a ete fait pour que (a, a) soit la factorisation minimale 
annoncee definie par la somme hilbertienne F - 5^(S]") 0^(S2 ). ■ 

Cette construction est illustree par la figure|3]si Ton prend A = Ai,Oq + Qi <n<do + 9i + 92 + 
e3,S~ = S~uS~u S~et §>~ = S~. 
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Figure 3 - Factorisation minimale, n=4. 



5.2 Inversion de I'op^rateur de Toeplitz tronqu^ sur un polygene convexe. 

Dans ce qui suit, nous supposerons que f est unefonction positive, essentiellement bornee 
et semi-continue inferieurement sur le tore J^. Soit A un polygone convexe, A un sommet et 
F une factorisation associee a un triplet (A, A, Ca) (voir definition|2). On se donne conforme- 
ment a la definition|3]une factorisation issue de F notee (gi, . . . , gp) definie par I'espace 

h 

(5) ^^(§7)- 

i=l...,p 

appele I'espace fondamental de I'inversion (la lettre h pour rappeler qu'il s'agit d'une somme 
hilbertienne). 

Cette factorisation definit une famille d'operateurs de Hankel H{i, j) comme suit. 

Definition 4 Posons pour tout i e {!,..., p}, = 4- et designons par Hi la projection ortho- 
Si 

gonalede L^iJ^) sur {ST) . Alors pour tout couple {i , j) e {l, p] , on deflnit un operaXem 
d'echange H{i,j) par: 

H{i,i): S^iS-.) S^{§>-^) 

Hii,j)dj = ^i(^ej) 

Ces operateurs de Hankel definissent eux-meme un endomorphisme de F, note H, de la ma- 
niere suivante. Soit = {Oi,..., 6m) un vecteur de F. Alors 

p 

(6) He^[m)i)i^^ pOu(H0), = ^H(/,7)0j 

7 = 1 

Proposition 3 L'operateur H est un operateur hermitien positifsur F. 
Preuve de la proposition\^ 

Soit 9 et p deux vecteurs de F, 9 = {9i,...,9p),p = {p.i,...,pp). Par definition de la somme 
hilbertienne F, on a {9,p) - Yfi^y{9 i, Pi) Le produit scalaire de ^(§7) est en fait la res- 
triction sur cet espace du produit scalaire sur L^(T^). On le notera plus simplement (, >. Alors 



14 



en tenant compte du fait que 11; est autoadjoint et que Oj = — (a partir de la definition des 
gi dans la proposition[D, on a : 



P P \ P / P /O; \ \ 

{HO, ii)f^L{L^ Hii. j)ej 'i^ij^Li^ L n/ [-^dj] ' I 

p / p \\ p / p \ 

ce qui prouve le caractere hermitien de H. Montrons sa positivite. On a pour tout 6 eF : 



(i5'=i ^jdj'^idi) = (l ■=! ^j^j'^U ^i^i) et on conclut. 



CoroUaire 4 La restriction H\i^h de H almH est un automorphisme de ImH. On a de plus 
H\imH - I - ^ oil ^ est deflni pour tout 9 elmH par{J{6)i - Yfj^iM{i,i)6j avec 

A^r- {-H{i,j)sij^i 
[Osij - I 

Preuve du coroUaireM 

La restriction de H a ImH est un operateur de ImH, inversible puisque H etant hermitien 
kerHnlmH^m. ■ 



Definition 5 

1. On appelle champ de vecteurs fondamental associe a la factorisation {g\, gp) I'appli- 
cationjiq) deS^{K) dans F deflnie pour tout polyndme q e 3^{A) parjiq) = i.Yiiq))i=i,...,p 
avecriiq) = ni{^iS). 

2. L! equation d'inconnue 6 e F, HO = j est 1' equation de Hankel associee a la factorisation 
igi gp)- 

TiieoremeS Soit f une fonction veriflant les hypotheses du theoreme\^ A I'intersection avec 
1} d'un polygone convexe deU^ a n sommets et une factorisation {gi,...,gp) obtenue confor- 
mementd la deflnition\^ Alors 

1 . L'equation de Hankel associee a (gi , . . . , gp) admet une unique solution dans Im H. 

2. Ta (/) est inversible et avec les notations de la deflnition\^ on a 

(7) TAify\q) = ^- — Y.^iei 

f Si i^i 

oil 9 est I'unique solution de l'equation de Hankel HO = jiq) dans Im H. 
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5.3 Demonstration du th^orfemelS] 

La clef de la formule d'inversion Q est le lemme[6]: il exprime I'inverse de I'operateur de 
Toeplitz tronque par I'mtermediaire d'une projection sur un sous-espace vectoriel ferme de 
L2(T2).Posons 

p 

(8) K=f]^i&>{S'^). 

i=l 

et Pk la projection orthogonale de L^(T^) sur K. 
Lemme 5 on pose Kq - /5^(A) . Alors Kq - giK. 
Preuve du lemmelB 

Si X e giK, alors pour tout / g {1, . . . , p}, on a x g gi^iSp = f (gr^ <^(S+)). Or Spec(gri) c 8+^, 
ce qui implique pour tout i inclusion g7^&>iS^) c 5^(S+). Ainsi x g nf_i fS^iS^) = fS^iA). 

ILL L — X L 

Reciproquement si x g /5^(A) = n^^^/3^(St), il existe pour tout i e{\,...,p}\m element y, g 
^(St) tel que x = gdgiyi) et x/gi = 0, (g,y,) g 0;S»(St) d'ou x g gii*:. ■ 

Lemme 6 L'operateur de Toeplitz Tj^if) est inversible. Defagon plus precise, si Pkq est la pro- 
jection orthogonale de L^^^(T^) dans Kq. Alors 

Tl\m) = jPK,{q) 

Preuve du lemme\E 

Soit q G S^(A). II existe p e 5^(A) tel que Pxoiq) = fp- Or q = fp + [q- fp) et UA^q - fp) = 0. 
En effet, pour tout 5 g S^iA), on a par definition de Pkq I'egalite {q - PKoiq)'fS)iif = qui 
s'ecrit encore {q - fp,5) = 0. D'oii q = YlAifp) - 7a(/)(p). On en deduit que T^if) est une 
bijection de 5^(A) sur lui-meme et (/) = jPko- * 

Proposition 4 L'operateur 7a(/) est inversible et pour tout polyndme q e 0^{A), ona : 

(9) TA{fy\q)^—PKi-^) 

gi gi 

Preuve de la proposition\M 

Pour tout polynome q e3^iA),on verifie que Pxi-j-) = y^^o iq)- En effet, sideKetqe &{K], 
on a I'egalite = (Pxij-) - j-.5> = igiPKij-) - q,g\5)\if- Les lemmes |5] et |6] permettent de 

ol ol ol 

conclure. ■ 

La proposition suivante donne acces au calcul explicite du projecteur Pk et par suite de I'in- 
verse de l'operateur de Toeplitz tronque. 
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Proposition 5 Soity/ e L^(T^). On pose Tiy/) eF le vecteur (r,),=i...,p oil = n,(0,i//). Inequa- 
tion HO = r(i/A) d'inconnue 9 admet une unique solution dans Im H. Si . . . , 9p) est la de- 
composition de cette solution dans F, alors 

p 

La demonstration de la proposition |5] est la consequence immediate des trois lemmes sui- 
vants. 

Lemme? Le noyau de H est I'ensemble {{ai, . . . , Up) e oci<^i - 0}. 

Lemme 8 Pour tout vecteur de L^(T^), // existe un unique vecteur Q delm H tel que PkW^ = 

Lemme 9 Avec les notations de la proposition\^ ily a equivalence entre 

i) Le vecteur 9 deF est solution de HO = T{y/) . 

ii) PKiw) = y^-j:ti^iei- 

Prouvons les lemmes|71|8l[9l 
Preuve du iemme[3 

Si Ton suppose a e kerH, alors Vj e {l,...,p} T-j^^Uii-^aj) = 0. Comme a, e 3^[S. ) et 
kern, =S^(Sp,cetteegalitetraduitd'unepart que I^^^O^ay Gnf^i3>/^(Sp = iiTetZj^^Ojaj g 
0/5^(S7) = K-^. D'oii 0,a, = 0. Lareciproque est immediate. ■ 

Preuve du lemmeM 

Pour I'unicite, remarquons que si e Im H est tel que Qi^i = alors 9 elm Hn ker:H = 
{0} puisque Hest hermitien (proposition|3l. L'existence resulte du fait quei:^ = lf^^O,<3^(S7), 
ce qui, pour tout i/a g L^(T^), permet d'ecrire la projection orthogonale Pf^±{if/) sous la forme 
£ avec G F et on conclut, pour montrer qu'on peut prendre 9 dans Im H, en decompo- 
sant F en la somme directe F - ker HQIm H et en utilisant le lemme |71 

■ 

Preuve du lemme\B\ 

Supposons Alors V/ g {1,...,/?} n,(<l)/(X^^^0fc^yt-V^)) = 0. En n'oubliant pas que O/O, = 1, 
on en deduit que I^^^ 0^0^ - 1// g ^ et du fait que I^^^ 0^0^ g on a I 0^0^ = Pk± W 
et par consequent PkW) = y/- Zf^^ Ojf^i. 

Supposons //). Pour tout / on a n/| - 0,i/a + ^^j] = ^ii^iPKiV^)] = 0> ce qui implique 
= Ylii^iXf/) = {H9)i. Et on conclut. ■ 
Preuve du theoreme\3\ 

Le deuxieme item est la consequence des propositions|4]et|5l Le premier item decoule direc- 
tement des lemmes |7]et [8] qui montrent de plus que jiq) e ImH. Mais, selon le coroUaire m 

Le theoreme |3] donne une formule theorique d'inversion de T/^{f) qui passe par la re- 
solution de I'equation d'inconnue Oiq), H\i^h(.9) = jiq). Ceci est applique dans la section 
suivante lorsque A est un triangle. 
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6 Le theoreme de trace. Cas du triangle. 



Si Ax est le triangle decrite en sous-section l3.ll on peut ecrire conformement aux nota- 
tions |5TIII]A;i = nf=i S^. On pose le cone forme des deux droites portant les cotes c\ et C3 
du triangle, "^"^ = ^ n N^. D'apres le coroUaireEl / se factorise suivant f = ad avec a e H"^ . 
Si on pose = Sj" u S3 ,§2 = S2 ,ni,n2 les projections orthogonales de L^(T^) sur respec- 
tivement 3^(S^) et S^iS^), alors (a, a) est la factorisation minimale issue de la factorisation 
{a,d,a) associee a {A,0,'^), definie par la somme hilbertienne F = 3^(S]")0S^(§2) (voir les 
definitions|2]et|3j. Rappelons I'enonce du theoreme de trace( theoremelD- 
Theoreme de trace 

On suppose que / verifie les hypotheses du theoreme |2]et que la fonction j est essentielle- 
ment bornee sur T^. Alors 



tr(rA,(/)-i) = |A||bl|i+ \u\\og[^{u,v)\{u,v)\& 



l(A) 



+ 



^ |z;|log -\{u,v)-{u,v)\&2W + o{X). 

\[u,v)el^ ^J' J I 



6. 1 Demonstration du th^or^me de trace 

Lemme 10 On considere la factorisation f = da decrite en preambule du paragraph^ Posons 
Pourtout{k,l)eAx, q = x\x[, 

Pour toutik, I) e A^, (iq) = ^2{-] - ^2 f-ni(=) | , 

a \a a I 

I I'identite de (§2 ) > 

{~a a \ 

jY I'operateur de&^iSn) deflni par regaliteJ^^idz) = II2 —Hi (=02) • 

\a a I 

La resolution de I'equation de Hankel donne laformule d'inversion suivante pour tout {k, I) g 
Aa- 



(10) T^,{f)-\x\x{) 



Preuve 

En se rappelant que {61,02) designe un element de F, espace defini par I'equation (l5), I'equa- 
tion de Hankel equivaut au systeme suivant : 



(11) 
(12) 



01 + 01(^02) = ni(^) 

a a 
a a 
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relimination de 6i entre les equations (HD et dHJ donne directement I'equation 



(13) 



La demonstration s'acheve directement avec le theoreme|3]et I'egalite • ■ 

Rappelons que si <p est un operateur de L^(T^), sa norme de Hilbert-Schmidt associee au tri- 
angle A se definit par ||0||a = CLik.DeAimXiX'i^W^^^'^ (voir |23| ou ID). 



CoroUaireS Avec les notations du lemmelTU posons W{q) = -U2{^Ili{^)),y{q) = ^zi^^- La 
trace est donnee par I'egalite 



(14) tr(rA,(/)-i)==|AA| 



- E 

1 ^k,l)e^;^ 



Ir 1 

ni(M2) 

a 



- L 

2 ik,l)e^;^ 



n2(^) 



a 



+ R1 + R2 



avec\Ri\ ^ W\\A{W\\^+2\\y\\A) et\R2\ ^ CZ(k.i)eA, lini(f Cdfz^))!!^, oil C est une constante 
Preuve du coroUaire\^ 

Par definition, tr(rA^(/)"^) = T.a^{Tax(.D~^^XiX2)'XiX2}' qui donne immediatement a 
partir de I'equation (H en posant mq) = - = (/- ^)"^C + ^Hi (§(/ - ^y^O : 

k I 

tr(rA,(/)-i) = |AA|iHli- E lini(^)i|2+ ^ {M,XiX2))- 

J ik,l)eAx ^ {k,l)£A 

Mais si onreecrit^(<7) = -^n|(|(/-^)"^C(<7)) I'operateur n|designant/-ni, on a 
Lik,i)eA(^,XiXi)) = -I(fc,/)eA<(^-^)"^CO.Notantridentite 



(15) 



on a finalement en posant i?i 



Ia<(/-^)-1C,^0: 



W-y\\l-\\y\\letR2 

I(fc,/)eA IICII^ -I(M)eA<(^-^)"'C,^0 = I(M)eA Iin2(^) 



.,,^+i?i + i?2. 
a ^"2 



Par inegalite triangulaire on a directement |i?il ^ II^IIa(II^IIa+2||7^|Ia)- Parailleurs, enreuti- 
lisant I'egalite (ID, on obtient la majoration |i?2l = IIa K(^ - ^)"^C.^OI ^ Ia<C.^OI + 
CLa I I^CI I2 C' est une constante au moins egale a 1 1(/- ^)"^ 1 1. Or un calcul direct a partir 
de la definition de jV et de I'expression de ( sous la forme (iq) = n2(f n|(^)) donne les ma- 



joration et egalite suivantes : \\J\^(\\2 
conclure. 



ini(fO 



et {(,^0 = Iini(f0ll2> ce qui permet de 



Le theoremedlreste une traduction intrinseque de la proposition suivante. 

Proposition 6 Lesymbolef verifle les hypotheses du theorem^ on noteY.iu,v]e'g+ Pu,vXiX2 
developpement en serie de Fourier de ^ dans la factorisation f = ad. On note /;(A)) la longueur 
du cote Ci du triangle Ax {ai,bi) le vecteur normal exterieur unitaire au cote Cj . Alors 



tr(rA, (/)-!) = ) ^ IAaI - ha)) Liu,v)e^- \aiu + hi v\ \^u,v\^ + 0(A) 
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La preuve de la proposition [6] est la consequence de la liste des lemmes et coroUaires qui 
commencent a partir du lemme[T2j Le lemme suivant montre que la proposition^ entraine 
le theoremelUapres avoir remarquer que signe{aiU + biv) = signe((-l)') pour / g {1,2,3}. 

Lemme II On reprend les hypotheses et notations de la proposition^et on suppose que f ve- 
rifle les hypotheses du theoreme\^ De plus, on suppose que j est essentiellement bornee surJ^. 
Alors : 

1. Les families {u\Pu,v?'}^+ st{v \l5u,v\^}^+ sont sommables. 

2. On a les egalites : 



(16) 



(17) 



+ ^ 



y |(w, v) 



j\iu, v) 



V- . 2 1 V- . fM 

L ^\Pu,v\ =- L ^og -Uu,u) -nu,v) 



Preuve du lemmelTl] 

Considerons la fonction j6(z) = P[^] (z), holomorphe sur (voir les notations de la section 
|2). En posant pour w e J^, ^riur) - P[^]{rw), on sait que linir^i ||/3r(w) - -^Ib = (voir [14] 
page 18). On en deduit le developpement en serie entiere de /3(z) a savoir 



(18) 



La premiere egalite est la traduction du noyau de Poisson (voir fT4l page 17). La deuxieme 
egalite provenant de la definition des coefficients /^^.y. La troisieme egalite de dH) decoule du 
theoremeHJ En partant de 1' equation ([18), on obtient alors I'egalite 



(19) 



= \i-uo,-vo) = [-|(mo, i^o). 



Profitant de I'analycite de f}iz), on a ^ = vPu,vr^^^ X\X2' donne si Ton note 



(20) 



|2^2(«+.)_ .dPr 1 a/3,- 1 _ dlogPr 1 _ 

= E f^l0g/3r(M, V) -J-]iU, V) = Y, vlogPriU, V)i^]iu, V) 
\JrJ j2 \Jr) 



en utilisantle theoreme de Parseval et le fait que logPriu, f) = en dehors de'io"^. No tons que 
La fonction j- etant reelle, on a : [^](i^. i^) = |-^j(-u,-i'). A partir de cette derniere egalite et 
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de I'egalite l[l9), on obtient en conjugant les egalites 

-Z^i^\Pu,v\ r - ^\'^' Pr/z - i\—-;;7r'~/2 - i\ — — ,—)2 

O09 



^ d02 fr 



d02 'fr 



= ^ i;l0g/3r(-l/,-t') —Y-U,-V)= \v\\0gPr{U,v) 



— (m, v) 

Jr) 



(21) 



-y\{u, v). 



En additionnant les egalites (I20) et (ETJ et en faisant tendre r vers 1, on obtient I'egalite 
JTTI i . Meme demonstration pour JTBl l . ■ 

Le lemme [T2] donne une estimation de la somme des deuxieme et troisieme termes de la for- 
mule d'inversion ([Till utilisant les projecteurs pi, i = 1,2,3 lies aux cotes du triangles. 

Lemme 12 Rappelons que pour tout i g {1,2,3}, I'operateur pi designe la projection orthogo- 
naledeL^iJ^) sur^iSj) (voir les notations de la section \5.1.1\) . Alors 



(22) 



E 

(fc,/)eAA 



J- / 

ni(^) 



a 



2 (fc,«eAA 



h / 

n2(^) 



a 



+ E 

(fc,/)eAA 



it- ; 
P2i^) 

a 



E 

(*:,/)eAA 



z- / 
,Al/l2-, 
PlP^i—^) 



a 



E 

(fc,/)eAA 
2 



/^l(^) 



a 



+ E 

2 (fc,/)eAA 



/.3(^) 



a 



Preuve du lemme\T^ 

Si on pose Zi = Sj" n {{u, v) eZ^ u > 0}, Z3 



S3 n {(m, i;) e ; aiu + Piv < 0},Zi3 = S, \ (Zi u 



Z3), on peut ecrire comme la reunion disjointe Zi u Z3 u Z13. On note respectivement par 
PU'Pis les projections orthogonales de L^(T^) sur respectivement ^?'(Zi),3^(Z3). Alors pour 
tout vecteur ^ de (T^) , on a 1' egalite : 



(23) 



ipniml^wpiiml 



\plp3mf2 



En effet, 

{ipi-piP3)iO,iPl 



■PiP3m) = \\Piiml+\\PiP3m\j-(Piio.PiP3m-iPiP3ii).Pim, 



les deux derniers termes etant egaux a \ \piP3{.0\\l car pi et p3 commutent et on conclut. De 



meme WpuiO 



\p3iO 



PiPsiOWi- Par ailleurs la projection orthogonale sur5^(Zi3) est 



21 



piP3. On a done 



E 



fc,,Z 



ni( 



X1X 2 

a 



= E 

2 (fc,Z)eAA 



a 



+ E 

2 (fc,Z)eAA 



Ir 1 

a 



+ E 

2 (fc.Z)eAA 



Z1X2-, 
PlP-ii—^) 



a 



(car les ensembles Zi, Z3Z13 sont disjoints) 



= E 

(A:,/)eAA 



Pl(^) 



a 



+ E 

2 (fc,«eAA 



P3(^) 



a 



- E 

2 (A:,/)eAA 



,^1X2. 
PlP3(^^) 



a 



On conclut en notant que 112 = P2- 



Les lemmes[T3]et[T4lvont donner une estimation asymptotique des termes de droite de 1' equa- 
tion ll22ll. 



Lemme 13 (lemme technique 1 ) 

On pose m = [n/AJ ( c'est a dire la partie entiere de \/Aj et on considere les deux points Bi et 
B2 suivants du triangle Ax : Bi est le point du cote C2 tel que les segments OAi et B2B1 soient 
paralleles et B2 = (ma,0) (uoirflgure\^. 

On note 2>i le quadrilatere convexe OA1B1B2 inclus dans hx, ^\ la bande incluse dans 
delimitee par les droites (OAi) et {B2B1) ( voir figure^. Dans la factorisation f = aa du symbole 
f,ona^e eton pose ^ = Y.'g f^u.v X1X2 •^^^ developpement en serie de Fourier Alors 



(24) 



(25) 



1) E 



Ik I \ ^ 
^ =a( ^ \aiU + Piv\\Pu,vf] + oa) 
^ ) 2 iu,v)eSei 



2) E 

(*:,Z)eAA\@i 



Pi 



tyk^n 

Al /t2 

a 



0(A) 



CoroUaire 6 Avec les notations du lemme\T^ on a I'estimation asymptotique 



E 

(*:,/)eAA 



Ik l\ ^ 
^ =a( Y. \(XiU + MPu.v\^] + 0{X) 
« / 2 \u,v)e^i 



Preuve du lemmelT^ 
Demonstration du premier item. 

Le cote Ci est porte par la droite d' equation aix + Piy = 0, avec ai < 0, j6i > 0. La droite 
parallele a Ci qui porte le segment 6162 a pour equation aix + Piy - maai . Chaque point 
de S>i se trouve surune droite d' equation aix + Piy - -i, ^ i ^ ma\ai\. On a I'inclusion 
@i c {(A;, Z) ; -maai < aik + Pil ^0, I ^ -Aai}. Si le point (A:, Z) appartient a Di, alors [k- 
u,l-v) est dans si et seulement si aiu + Piv < - i. Cette condition ne depend que de Di et 
nondeik, Z) eD/.Posons pour tout ZeNn [0,ma|ai|] 



Ai - {{u, v)e^'^ ; aiu + (5iv< -i}. 
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B2 



A2 



Figure 4 - lemmes techniques 1 et 3 



On a alors Aj+i c A; et A, = [jj>i Dj n Alors, pour tout (A;, I) e Di, on a 
et seulement si (u, f) g A/. On a done 



"xl'") 7^ si 



(26) 



E 



{k,l]e@i 



Pi 



a 



TOfl|ai I 
!=0 (fc,Z)eD,n®i 



E \Puv\ 



Pour estimer le nombre de points de D/, note \Di\, examinons deux cas, suivant que i soit 
divisible par ai ou non. Pour tout entier / divisible par ai de [0, maai], on a, compte tenu des 
coordonnees de Ai et A2 (voir sous-section EHHJ I'encadrement \Dmaai n @i| = (|Do n ®i| - 
m) + 1 ^ l^*; n®i| ^ |Don®i| = A + 1. L'egalite \Dma^Q>i \ = (|£)on@i|- m) + 1 resulte d'un 
calcul elementaire et I'encadrement de \Di \ pour / divisible par ai vient du fait que les points 
entiers de Di sont de la forme (x + k,y) si / = kai et (x,y) e Dq. Supposons maintenant que 
i G j^lail, (5 + l)|ail[ et ^ 5 < ma et notons uetv des coefficients de Bezout tels que aiu + 
Piv=l. Remarquons que ces coefficients sont positifs car ai < 0. La droite Di n est alors la 
famille {(x„,y„}„ez avec x„ = nPi - ui et y„ = n\ai\ - vi. Comme la droite £>s|aii rencontre le 
cote C2 en un point d'ordonnee A|ai | + les points {Xn,yn) de Di n verifient la contrainte 
^ y« ^ A|ai| + Ce qui donne I'encadrement de n suivant : ^ n ^ + ^ ~ « ^'^^ 
montre compte tenu de la majoration de 5 que A - m ^ \Di \ ^ A. Ainsi, pour un choix de m 
approprie (par exemple en prenant m egal a la partie entiere par defaut de X^'^) on a pour tout 
entier / de [0, maa\] l'egalite \Di \ = (A+ 1) + o(A). Par consequent en notant o(l) un infiniment 
petit quand A tend vers +00, on a : 



E 

{k,l]£@i 




ma\a\\ ma\a\\ 
(A+1) ^ \Puv\^ + 0{X) X E \Puv\^. 



i=0 (u,v)eAi 



;=0 (M,y)eA; 



23 



Evaluons le terme ZZT'^ TiuM, \Puv l'. 

ma\ai \ 

= (ma|ail + l) E + ima\ai\) E + E li^"^!' 

On en deduit 



E 

(fc,/)e®i 







2 


Pi 


= (A+1) 


i « j 









ma\ai \ 

{ma\ai\ + l) E \Puuf+ E E U1li6M..l' + od) 



AmalaiinS^^ 



i=l {u,v)eDi 



J 



Or si (m, I') G ATOfliaii n"^"^, ona m > ma, done 

(ma|ail + l)lA,„„|„^in<»+li8Myl^ ^ ilo^il + -^)L^^,^,^^n<g+ u\Puv\^ = oil), ee qui permet de 
eonelure direetement le premier item. 
Demontstration du deuxieme item. 

En reprenant la meme demarche que pour le premier item on aboutit a I'egalite suivante 
analogue a I'egalite 



E 

(k,l)eKx\3)i 



Xa 



E E E \Puv\\ 

i = ma\ai\ + \ [k,l)eDi {u,v)eMDi] 



Or pour / > ma\ai \ on a n (A;i \®i)| ^ (A - m)|ail < A|ail ce qui conduit, avec la meme 
calcul que celui du premier point, a I'inegalite suivante : 

pi ^ (A-m)|ailI(i,,y)e<^+\^JaiM+^ii/||)6M,i;r-Etonconclutenno- 

tant que I(M,^)e<^+\<^i |ai u + pi v\\Pu,v\^ = oil) et A - m = 0(A). 



'Lik,l)£Ax\Sii 



Lemme 14 (lemme technique 2) 

Conformement aux notations precedentes, Di designe la droite d'equation aix + ^ly = -i 
oil i est un entier naturel et A, = U;>/ Dj. On se donne le quadruplet (m, n, p, q) g tel que 
^ m < n ^ X etO ^ p < q ^ X. II deflnit le parallelogramme I^(m,n,p,q) delimite par les droites 
Dmaai'Dnaai et les droites horizontales d' equations respectives y - p\ai\ ety= q\ai\, illustre 
par la figure]^ On posera de plus : 

1. Diivo) = {{u, v)eDi; Vq}, 

2. ^iivo)=Uj>iDjivo), 

3. A(„,„,^,oo) ='t^+n(u;!;^i^l+i£'i(^7lail)) (voirflgurem, 

4- Ain,oo.pq]='^^r\{iu,v)eN^; i/G [p|ai| + l,^|ai|]}nA„fl|ai| (voir figure^. 
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q\ai\ 


^{m,n,q,oo) / 




/ ^(m,n,p,q] / 




p\ai\ 

























ma 


na 





Figure 5 - lemme technique 2 



Alors 



(XiXz 



5 

2 ' = 1 



oil les termes Tj sont des fonctions de (m, n, p, q) deflnies par : 
ri = ((n-m)|ai| + l)((^-p)|ai| + l) ^ 

\iq\a\\) 

T2 = [{q-p)\ai\ + \) [\cciu + Piv\-ma\ai\)\Pu,v\^, 

^[m,n,q,oo) 

r3 = ((n-m)|ai| + l) [v-p\oci\]\Pu,vf, 
Ti= \aiU + M^v-p\ai\)\Pu,vf 

{u,v]£Aim,n,p,q] 

T^ = -ma\ai\ Y - p\ai\)\Pu,v\^ ■ 



CoroUaire 7 On a revaluation asymptotique suivante quand A tend vers +oo , 



E 



I1I2 



0(A). 



Preuve du jeinme[74l 
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Tout point (A:, /) e A(m,n,p,q) appartient a une droite D/ oil / est un entier de [maa\, naa{\. 
Pour un point {k, I) de ettout {u, v) e onremarque que (A;- u,l- v) e S^qUS^q = S^uS^ 
si et seulement si {u, v) e A;(/). 



Cette remarque permet de decrire la somme Z(fc,z)eA(„ „ 



PlP3 



I k I 
Xi X2 



sous la forme 



E 



1X1X2 



na\ai\ 

= E E E 

2 i=ma\ai\ (k,l)eDi<^Airn.n,p.q) (u,v)e!^i(l) 



PoSOnS Ti - L(A;,/)D,nA(m,„,p,q) T.(u,v)e^i[l) \Pu,v\^- 

En remarquant que Aj(Z + 1) c Ajil), on a par un calcul analogue a celui de I'item 1 du 

lemmelS]: Ti = ZAi(p\ai\)\Pu.v\^ + ■■■ + LAiiq\ai\]\Pu,v\^ = [iq - pMl\ + l]'LAiiq\a,\]\Pu,v\^ + 



T.iu,v]eAi iSL A+i ^ ^ - \)\l^u,v\^- On en deduit, en posant : 



et 



na\ai \ 

Ti = ((<7-p)|ail + l) E \Pu,vf 

i=ma\ai \ Aiiq\ai \) 



na\ai\ q\ai\ 

^2= E E E 

! = mfl|ai| {u,v)eAi v=p\ai\X+l 



I'egalite suivante : I(fc,/)eA„„,„,p,„ 

((<7-p)|ail + l)^^' 



Evaluation de ^ 



PlP3 



( k I 
X\ X2 



T1 + T2. 



On a 



rTi = I 



7V — TTT''!"'^ C^i^ il l/^"."! +--- + ^A I Aq\ai\)\Pu,v\ 

[{q-p)\ai\ + l) A„„|„j|l.^?|ailJ '^Mail^'" 

nalai | 

= ((n-m)a|ai| + l)l^^^i^ i(^lQ.i|)|)6M,i;|2+ ^ ^ (7 - malaiDlj^M,,;!^ 

i = ma\a\\ + l (u,v)eD .(q\a\\) 

= [{n -m)a\ai\ + 1) I^^^^^^^ (^i^^,, |/3„,, 1^ + Ia,„,„,^,^, (|ai m + /3i v\ - ma|ai |) |^ par defi- 
nition de D.{q\ai\) etde A(ot,„^^^^oo)- On a done Ti = Ti + 
Evaluation deT2- 

En posant 7^, = I a,- (^^ " P\ci\Wu,v\^ on peut ecrire T2 = I^L^pl^^i+iT!^- La re- 

marque utilisee deja dans le lemme[T3l a savoir A;+i c A, permet d'obtenir une estimation de 
jy par un calcul analogue a celui de : 

Jv = Liu,u)eA,„aia,Sv - p\ai\) + ... + I(„,,)eA„«|„i| (f^ - ^'^l'^ = 

na\ai \ 

= ((n-m)a|ail + l) ^ iv- p\ai\)\Pu,v\^ + E E ij - ma\ai\)iv - p\al\)Pu,vf■ 
iu,v)£Ana\al\ j=ma\ai\[u,v)£Dj 

Ainsi, en posant 

q\ai\ 

vi = [in-m)a\ai\ + l) ^ ^ {v - p\ai\)\pu,vf et 

i;=p|ai| + l {u,v)£A„a\ai\ 
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'?|a:il na\ai\ 

V2= Jl Jl (7-ma|ail)(L'-/?|ail)|/3M,y|^,onobtientT2 = vi + V2.Restea 

v=p\ai\ + l i=ma\ai\ [u,v)eDj 

remarquer que vi = Ta et V2 = r4 + et que T2= T3 + T4 + T5. Le compte y est. ■ 
Preuve du corollaire\7l 

Soit Aq le point du cote OAi d'ordonnee mai et B3 le point interieur au segment 62^1 d'or- 
donnee mai (voir figure H}. Le polygone A;^ est inclus dans la reunion des trois parallelo- 
grammes OA0B3B2, A0A1C1B3 et B2C1C2A2 (voir figure IH ou, rappelons le, 62 est le point 
de coordonnees (ma,0), ^ m ^ A. Par definition de A[m,n,p,q), on a : OA0B3B2 - A(o,m,o,m) 



A0A1C1B3 = A(o,m,m,i) et B2C1C2A2 = A(^,i,o,i) et on a la majoration l.(k,l)eAx 



\ Z_(fc,Z)eA(o,m,m,A) 



PlP3 



( k I 
Xi X2 



+L(A;,/)eA(;„,A,o,A) 



PlP3 



~,k ~,l 
A 1 A2 



+1 



(fc,/)eA 



k I ^ 



A 1 A2 



Chacune des deux sommes de droite releve du lemme[T4l En choisissant m = [n/AJ , on obtient 
le tableau suivant qui resume le comportement asymptotique des termes {r/},=i,...,5 definis 



dans le lemme[T4let en fin de compte des trois termes du majorant de T.(_k,i]eAx 
lorsque A tend vers I'infini. 



P1P3 



A 1 A,2 



{m,n,p,q) 


(0, Lv^j,L\/Aj,A) 


(Lv^J,A,0,A) 


(0,Lv^J,0, Lv^J) 


Ti 




A 0(1) 


Vlo(l) 


T2 


A 0(1) 


A 0(1) 


Viod) 


T3 


A 0(1) 


A 0(1) 


V^o(l) 


T4 


A 0(1) 


A 0(1) 


A 0(1) 


T5 





Vlo(l) 







0(A) 


0(A) 


0(A) 



A\ A2 



Montrons que Lik.DeA^^M 
On a: 
1) 

ri(0, Lv^J, Lv^J, A) = (Lv^J lail + 1)((A- v^)|ail + 1) 



o(A) (deuxiemecolonnedu tableau). 



^(Lvlj|ail + 1) 

^ r- ( 

LvAJfllajl 



A 



\\fk\a\ay\ 
2 



(Alail) 



puisque v > A\ai\ lorsque {u, u) e A^^^^^^ (Alail). Compte tenu du lemme [TTl et des hypo- 
theses du theoremed], la somme Za (A|aii) i^\Pu,v\^ est le reste d'une serie convergente 

etonconclut : TiiO, L\/AJ,0, A) = VXoil). 

2) 72(0, L\/AJ, Lv^J, A) = ((A - V^)| ail + lJLA , rr, , + Piv\\^u,v\ = A 0(1), car la 
somme est comme ci-dessus un reste de serie convergente. 

3) Pour la meme raison, 73(0, Ln/AJ, LV^J,A) = (L\/AJ|a;il+l)ZA(^^j^^^j^, u,v\ ■ 
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= Ao(l) 

4) En remar quant que 



{v-[^/I\\al\) 



0(1) sur A 



(0,LVIJ,Lv/AJ,A) 



, on a r4(0,LV^J,Lv^J,A) 



(u,v)£A 



(0,iv^j,Lv^j,A) 



\aiu + I5iv\{v- ['/A.\\ai\)\Pu,v\^ = AO(l)o(l) = Ao(l), ce qui justifie les ele- 
ments de la deuxieme colonne, puisque T^iO, [V^J, [V^J. A) - 0. La justification des termes 
des troisieme et quatrieme colonnes est du meme ordre. ■ 

Nous allons enfin enoncer un lemme qui aboutira a I'estimation des restes Ri et Rz qui 
apparaissent dans le developpement de la trace defini par I'egalite (dH du coroUaireO 

Lemme 15 (Lemme technique 3j En plus des notations du corollaire\^ on pose Z I'operateur 
defini sur {Ax) par Z{q) = Hi (f HalJ)). 

1. iiriiA, = o(v^). 



Preuve du iemme[T5l 
Premier item 

On considere les projections pu,Pi3 definies au debut de la preuve du lemme [T2l En de- 
composant IIi sous la forme Yli = pu + Pi3 + PiP3> (somme de trois projections orthogonales 
sur trois espace de polynomes de spectres deux a deux disjoints), on peut ecrire par inegalite 
triangulaire sur les norme de Hilbert-Schmidt : 

W\\a^\\Wi\\a + \\W2\\a+W3\\a 



avec < 



\m\i 



I(fc,/)eAlin2(fpil(^)l|2, W2\\l = Lik,l)eA\\MiPl3^^W 
UKDeAllMiPlPsi^W- 

Evaluons I l^i 1 On peut ecrire conformement a la figure ID | |^i 1 1^ 



w,\\i^ + \m\l,^,. 



Soit le paralellogramme OAqB^Bz de la figure|4]oii m est defini comme dans le lemme [T5l 
On considere alors le polynome ^ = T.{u,v]£%„ Pu.vXiXz- I'inegalite triangulaire dans la 



norme II. lbj,ona||F'||@j ^ 



+ 



k I 

Or d'unepart, on a sur @i I'egalite 112(^^11 (^^^)) - et d'autre part la majoration 

2s 1/2" 



n2(a(i-i)Pii(#) 



2n1/2 



^ Hal 



n2(a(i-^)pn(%^)) 



Pni-^) 



2. 1/2 



^ Hal 



I „ lloo X: 



A; / 

Pii^) 



2n1/2 



grace 



a I'egalite (|23] | de la demonstration du lemme [T2l On deduit du premier point du lemme 
que liribi = oiDOiVI) = o(Vl). Par aiUeurs IIFiH^^^^ ^ Za^ H/^i(%^)H' = o(A) d'apres 
le deuxieme point du lemme [T3l On a en fin de compte HMHa = o(\/A). Pour des raisons de 
symetries on a egalement 1 1 ^ 1 1 a = o ( \/A) . Reste a evaluer 1 1 ^ 1 1 a . Par le coroUaire |71 on a : 
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E 

{k,l]eA 



k I 

„ /-a .XiX2\ 

^2[-PlP3i^^) 

a a 



A 



Ir I 

./tl A2^ 

P\P3{—^) 

a 



o(A) et on conclut. 
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Figure 6 - calcul 2 



Deuxieme item. 

Afin d'obtenir des majorations suffisamment fines, on considere la partition de A;^ repre- 
sentee par la figure |6]oii Aq = (m|ail, m|ail), est le point de cz d'ordonnee m\ai\, Bz = 
ima,0),A4 = ((A - m)a,0),Az = (A,0), le segment A^A^ est parallele au cote cz, le segment 
52^1 est parallele au cote ci . Enfin B4 est I'intersection des droites {AqAs) et {BiBz). 

Alors Diz est I'intersection avec du parallelogramme de IR^ ferme A3A1B1B3, de meme 
Di3 est I'intersection avec du parallelogramme ferme ^2^4716^5, on note Dz I'intersection 
avec Z^ du quadrilatere ferme B^BiA^Aq. On a alors @2 = \ (D12 u D2 u D13). Pour finir 
est I'intersection avec Z^ du parallelogramme de IR^ ferme OAqB^Bz- 

Ecrivonsladecomposons||Z||2^souslaforme:||Z||2^ = ||Z|||,^^ + ||Z||^^^ + ||Z||^^ + ||Z|||^. 
La demarche pour 1' evaluation des termes 1 1 Z 1 1 , 1 1 Z 1 1 , 1 1 Z 1 1 ^ est calquee en partie sur le 



lemmefTSl Cette demarche ne s'appliquera pas pour le terme l|Z|||,^ car elle conduit alors a 
une estimation trop grossiere. Nous developpons ce calcul dans les deux points suivants. 
1) Estimation de\\Z\ |^^^ , 1 1 Z 1 , 1 1 Z 1 . 

On a pour ces trois quantites les majorations : 



ll^llL^I 



k I 



(fc,/)eDi3 



n2(#) 



^ T.[k,l)eDi2 

En vue d'estimer les trois majorants precedents, introduisons quelques notations. 
Le cote cz est porte, conformement a la figurelUpar la droite d'equation a2X + ^zy - ^aaz 
et le segmentyl3yl4 par la droite azx + Pzy = (A - m)aaz. Tout point entier (A:, /) de A^ appar- 
tient a une droite di d'equation azX + ^zy = U ou i est un entier naturel verifiant : 



equation a2X + p2y = 2, ou j est un entier n 

{(A - m) aaz ^ / ^ Aaa2 si di n (A;i, \ ©2) 
^ i ^ (A - m) aaz si n @2 0- 



^0 
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Si on pose F/ = {{u, u) e '^^ ; a2U + ^zi^ > "kaaz - i\ , alors un point entier {k, I) de di verifie 
^ziXiXz) 7^ siet seulement si {u, v) e F/. On peut ecrire maintenant de fagon analogue au 
debut de la demonstration du lemmefTSl: 



^ 0(A- m)Z[to™^""^^(M.i')er,- \Pu,v?'- Et parle meme procede de som- 



mation que dans la fin de la demonstration du premier item du lemme dH mais en tenant 



compte maintenant des inclusions F/ c F;+i, on obtient : Y.(k,i)eai2 

^ 0{X-m)[{X-m)aa2 + 1) Zv, Wu,v\^ + 0(A- m) itTaa^+i " "^««2) ZiuM, \Pu,v\^- Par 
ailleurs on a la majoration : 



Xaa2 



|2 _ 



^Xaaz 
'i-maa2 



+iI(M,!y)ed, (a2W+j62i^)l)6«,L;l^-Enfinde compte I(fc,z)e@2 1102(^)11^ ^ ri + f2 0u 

h = 0(A-m)((A-m)aa2 + l)lro li^M,;;!^ et tz = 0{X-m)Y.Q)^^{a2U + P2v)\Pu,v?' si on designe 
par @TO,A la bande incluse dans A;^ entre les droites dmaa2+i et dxaa2- 

Donnons maintenant une estimation asymptotique de ti et tz en prenant m = [n/AJ . 
On a I'inclusion Fq <= et par consequent si {u, v) g Fq, on a a2M + /32t' ^ Aaa2. Ainsi 
ti ^ 0(A- m)Y.<^+f^s2^^2U + P2i^)\Pu,v\^ = 0(A- m)o(l) = o(A) parle premier item du lemme 
[in De la meme maniere ?2 = o(A) par le choix de m et le premier item lemme [TTl 



Ainsil(fc,/)et^2 



0(A). 



Avec la meme idee, on obtient pour la somme L(/t,/)eDi2 
2 



.[k,l]eDi2 



^]=iLm)aa2^^k,i]edinDi2^[u,v)eTi Wu,v\^ et la majoration \dir\D12\ ^ 



0{m) conduit par un calcul parallele au calcul precedent a 1' estimation : Z(A:,Z)eDi2 

^ 0(m) maa2 Liu,v)eTa-mjaa2 li^".^ l' + ^im) Z^T ^iuM^ {oc2U+Pz v)\pu,v\''- Or si {u,v)e 
^{X-m)aa2 , on a a2 M + /32 > maa2. Par consequent on peut ecrire : 

0{m) maa2'L[u,u)eTa-m)aa2 \l^u,v\^ < 0{m)Z[u.v)eTa-m)aa2'<(^2U + I3zv)\l5u,v\^ = 0(1), avec tou- 
joursle choix m - [n/AJ et le premier item du lemme [TTl De plus, T.(_u,v)edi^(^2U + Pzi')\Pu,v\^ - 
0(1), toujours d'apres le premier item du lemme [TTl On en conclut que 



(27) 



E 

(k.DeDu 



Ir 1 
AlA2i 



nz[^) 



a 



0(LVlj) = o(A). 



= 0(A). 



Pour des raisons de symetrie on a egalement Y.{k,i)eDi 

2) Estimation de\\Z\\jj^. 

Ona||Z||2^^=I,)J|ni(fn2(f))||2.0npose^= ^ )6„,,xfx^. On ecrit alors : 
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Or pour tout (A;, I) e D2, ona Di [^n2(f )j = et par consequent 

Ii^zlini(fn2(f))l|2^lla|| 



1 ]_ 

a &,„ 



Id2 lin2(^)lP = o(l)0(A-2m), d'apres un calcul 

analogue a celui conduisant a I'egalite ^7}. On en conclut que Y.^^ llHi (f n2(^)) 11^ = o(A). 
L'item 2 est demontre. ■ 



CoroUaire 8 Avec les notations du corollaire\^ onaRi + Rz- o(A). 
Preuve du corollaireM 

Le calcul de ||Z||£)j2 qui est un calcul semblable a celui conduisant a I'egalite (I24li, montre 
que ||7||a = O(V^). On deduitdonc du premier item du lemme[l5]que |i?i| ^ W\\AiW\\A + 
2||7||a) = o(A) 

Pour le reste R2, remarquons que Ton peut ecrire 



ni(fC(ifz^) 



.(A:,/)eAA 



n. 



fn2(#)]-niffn2(fni(4i)) 



en rem- 



plagant dans 1' expression de ( la projection par / - 111. Mais alors par I'inegalite triangu- 
laire sur les normes de Hilbert-Schmidt, on a la majoration : 



, ce 



|i?2l''^^ IIZIlA + ll^llA-ennotantque 
qui permet de conclure avec le lemmefTSl 
Preuve de la proposition^ 

EUe decoule directement et dans I'ordre indique du corollaire[5l du lemmefTZl du corollaire|6] 
et enfin du corollaire[8i ■ 



7 Theoreme du determinant. Cas du triangle 

Rappelons I'enonce du theoreme du determinant (theoreme[T). 
Theoreme du determinant 

On suppose, en plus des hypotheses du theoreme de trace que / g ^ et In / g ^ (voir au debut 
de la sectionlZli. 

Posons )Ui(/) = -jZiu,v)ez2\u\\\nfiu, v)f, iJzif) = -^I(M,^)ez2 lz^llln/(M, Alors 

det TA^if) = el^Alllln/llig-A(6i^i(/)+62fi2(/)+o(l))_ 



7. 1 Preuve du th^or^me du determinant 

On pose f = I - h et ft = I - th pour t g]0, 1[ avec ||/i||oo < 1- 
Preuve en quatre points. 
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Premier point. On etablit I'egalite suivante : 



(28) In (det [T^^{\-h)]]- tr( Ta, (ln(l -h))]^-^^^-Xr |(rA, (1 - r/i))"' - T^f^Jy^ZJ^!] ^ ^ 
Cela resulte des deux egalites suivantes : 

^ln(det(rA,(l - th)]] = tr|i(/- (TA.d - th)]-']]^ 

A„,,„na-<«,, = -.(..(^)). 



(29) 



(30) 



Pour prouver I'egalite ll29), on montre tout d'abord, par une verification directe I'iden- 
tite suivante : \ {i-[T^^{\ - th)]~'^ = - TA^{h)[TAnil - th)]~'. Ensuite TA^ih) etant un ope- 
rateur hermitien, il est diagonalisable et on note {v,},=i,...,„g ses valeurs propres. Mais alors 
ln(det(rA,(l - t/i))) = l"°oln(l - tv,) d'oii : 

^ln(det(rA,(l-r/i))) = \i:Zo(^-T^] = i^(l(l-{TA,a-th)]-']). L'egalite m est 
obtenue directement par le calcul de la derivee partant du taux d'accroissement. En integrant 
la difference des equations (l29) et (l30) et en remarquant que / - TA;^[J^] - TA;^[J^], on 
obtient I'egalite (128^ . 

Deuxieme point : on y met en evidence que le theoreme est demontre si Ton etablit I'equa- 
tion||33ll. 

Commen9ons par reformuler le theoremeHl Notons que ^/(A)^, - A£^^^ aihW, les 
nombres Z; (l) representant les longueurs des cotes du triangle de base correspondant a la 
valeur 1 du parametre. On pose alors : 



(31) 



yte[0,l]ft = l-th, 



(M,i;)eZ2 Jt ft [u,v)el^ Jt Jt 

Le theoreme de trace peut se reecrire ainsi pour le symbole ft : 

(32) trf(rA,(A))"' - Ta,{^)\ = A(6i Ci(/f) + ©2 C2(/f)) + o(A). 

V ft J 



Le theoreme est demontre si Ton etablit I'egalite suivante 

■l©lCi(/f) + ©2C2(/f) 



(33) 



©l//l(/) + ©2Ai2(/)= [ 

Jo 



dt 



En effet, des egalites (I32) et l|33), on a directement 

r lim itrf(rA,(/r))"' - rA,(^)] ^ = &i ^nif) + ©2 ^zif)- 

Jo A^oo A \ Jt I t 
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De la majoration pour t assez petit et A assez grand, | jtr ((Ta^ (/?)) ^ - TAJ^ C-^) j | ^ 2| ci (/) + 
C2(/) I deduite de (I32), on a par la convergence dominee 

lim r itr f (rA,(/f))"' - TAjy)] 4^ = 61 + ©2 A^2(/) 

A^ooJo A V Jt ] t 

Ainsi I'egalite (|28) permet d'ecrire : (in (det (rA;^ (/))) - tr(rA;i (/))) = ©1 )Ui (/) + ©2 l^iif) + 
o(l).Eton conclut. 

Nous etablirons I'egalite | |33] | dans le quatrieme point de la demonstration. EUe necessite 
deux lemmes que Ton enonce et demontre dans le troisieme point. 

Troisieme point : on etablit quelques lemmes en vue de la demonstration de I'equation 
(|33j. 

Lemme 16 Avec les notations de la section \3J\ il existe sur S£'^{l'^) une norme N equivalente 
^IMU,A/ telle que la norme \\.\\ag deflnie pour tout g e L°° (J^) par\\g\\ag = ||g|loo + -^(g') confere 
a L°°(J^) une structure d'algebre de Banach. 

Preuve du lemmelTB 
Etablissons la preuve en deux etapes. 
Premiere etape : existence de N 

Posons pour toute fonction / g L^{J^) : N[f) = (/K2x[o,2;r]2 ^^^hSf^^^^^) ^ = 

(01,02) £ [0,nf,x = (xi,X2) G et ou /(0) est identifiee a fiO) = f{e'^\e'^^). N definit une 
norme sur £^°°{J^) ( voir definition de ^°°{J^) en sous-section l3.1l l. En appliquant I'egalite 
de Parceval a. 9'-^ fid) etd'-^ fid + x) on obtient directement : 

\„i[mxi + nx2) _ i |2 



NHf)^Y.\n^'n^\^ ■ inrs — 



Notons Iim,n) I'integrale du membre de droite de I'egalite | |34] |. On peut la reecrire sous la 

sin^ {- 

le lim, n) = f^2 — ^ 

|p!(mxi+nx2)_-| |2 

X ^ ■ rr-;To — -. On a : 



forme lim, n) = f^z [xf+'x^]^"^^^ dxidx2 qui met en evidence I'integrabilite de la fonction 



(35) Iim,n) = Kim^ + n^)^'^ 

oil K est une constante. En effet, le changement de variables en coordonnees polaires Xi = 
rcos0,X2 = rsin0 donne 

, c sin2(ir(mcose+nsine)) , 2;r . f^"" sin^ (ir(mcos0 + nsin0)) 
/(m,n) = /[o,2;r]x[o,oo[ F2 drdO = f^ [j dr)de. 

' y ' 

h 

Notons sina = , ? "^n,i,o ,cosa = , avec < a <n et posons alors u = \rim^ + n^)^''^. 

Avec ce changement de variables, lim, n) s'ecrit sous la forme indiquee par I'equation 1 
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Comme il existe deux constantes Ci, C2 telles que 



Ci(6i|m| + ©2l«l) ^ im^ + n^)^^^ ^ C2i&i\m\ + G2\n\), 

les egalite ll34] | et ll35ll donnent I'equivalence des normes N et ||.|U,a sur S^°°{J^). 
Deuxieme etape :\\.\\s8 est une algebre de Banach 
Supposons demontree Finegalite suivante : 

(36) V/1,/2 G L~(T2) iV2(/i/2) = (||/l||ooiV(/2) + ll/2llooiV(/l))^ 

AlorS II/1/2II00 + W1/2) ^ ll/lllooll/2lloo + ll/lllooW2) + ll/2llooWl) ^ (II/1II00 + Wl)) 

(II/2II00 + iV(/2)) = 1 1/1 lb 1 1/2 lb. ce qui acheve la deuxieme etape. 
Reste a demontrer I'inegalite lEHJ. On a : 

I (/1/2) (0 + X) - (/1/2) (0) |2 = 1/1 (0 + X) (/2 (0 + X) - /2 (0)) + /2 (0) (/i (0 + X) - /i m] 1^ dont on 
deduit I'inegalite | (/1/2) (0 + x) - (/1/2) (0) 1^ ^ 

||/l||^|/2(e> + X)-/2(0)|2 + ||/2||^|/l(0 + X)-/i(0)|2+2||/i||ooll/2llool/l(6' + X)-/i(0)||/2(0 + X)- 

/2(0) I, et par suite I'inegalite 

NHflfl) ^ ll/lllLiV2(/2) + ||/2||^iV2(/i)+2||/i||ooll/2lloo/K2xT2 

et la demonstration s' acheve avec I'inegalite de Holder. 



/i(e+x)-/i(6i) 



llxll 



3/2 



/2(e+x)-/2(e) 



dxdO 



CoroUaire 9 // existe une constante D telle que pour tout entier naturel s, on a ||/z^IU,a < D. 
On peutchoisirD = 1. 

Preuve du corolMre\^ 

D'apres le lemme [TBI il existe une constante C telle que N ^ C||.||j^,A. Quitte a diviser / par 
une constante, on peut supposer, compte tenu de I'hypotheses f que ||/z|Ioo + C'||/z|U,a<1. 
Maisalors pourun entier positif s, ona||/i^lU,A ^ ll^^llss ^ H^H^ ^ (ll^lloo + CH/zlb)^ < 1. 



Lemme 17 Pourte]0,l[ posons (p t ^Inil - th). Alors lim^^o 1 1 " ^ I U,a " 0- 

Preuve du lemmelTTl 

En effet, lim.^o 1 1 ^ " I U,a = lim.^o 1 1 LZ^H^ - \ U,a 

^ lim,^o L%i\t'- ^^^^ 1 1 1 I U,A ^ lim,^o LZiW - ^^^f^ | = par un argument di- 
rect de convergence dominee. 



CoroUaire 10 ona^||ln(l-f;i)|||^ = <^ln(l-^/^),ln(l-^/^)>J^,A+an(l-^/^),^ln(l-^;^)>^,A• 
Preuve du coroUairelTU 
Avec les notations du lemme [TTl on a : 

{(ft+E, J ).«,A + ( J >(Pt)R,A - { — >(Pt)ii,A - {(ft, —)ik,A - {iPt+E - (ft, 1 )j?,A + 



34 



hn Vt+e-ft dcptx , / (Pt+e-tpt d(pt s. 

Wt. J — >^.A + < E — ' Vt)Si,A- 



La demonstration s'acheve avec I'inegalite de Cauchy-Schwarz associee au lemmefTTl 

■ 

Quatrieme point : On demontre 1' equation |[33]l. 

on a ||ln(l -th)\\\^^ -2(©i^i(/f) + 62^2 (/f)). D'oii en utilisant le corollaire[H: 
-2^(6iAii(/f) + ©2iU2(/r)) = ( ^'"tj-^^) ,ln(l - f/z)>^,A + (Ind - th), Or 

(37) ^Inftiu, v)^ [ ^\nft x7x~2"da2 = [ ■^^x7x~2"da2 = ~{u, v), 
at Jj2 at Jj2l-th t ft 

D'oii _ ______ 

^rflna^jn(l-r;i)>^,A = ilz2(6i|M| + 62|l^l)|(W, v)lnMu, V) = -\{GiCiift) + e2C2ift)], 

d'apres les notations IBTl 
Par ailleurs, 

Lz2 |m| Inftiu, v)-fjnftiu, v) = \u\ Inftiu, v)j-^\nfti-u,-v) (car Inft estreelle) 
\ u\ Inftiu, u)^Y^{-u,-u) d'apres I'egalite ^7} 

= Zz2 1 ~ u\ In fti-u,-v)^fti-u,-v) = l^^l ln/f(M, v)j-^iu, v). On en deduit que 
^(6ijui(/r) + 62/i2(/f)) = 7(6ici(/f) + 62C2(/f)) et par integration I'egalite (|33). 
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